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Аннотация 

Данное исследование анализирует динамику национального дохода в модели 

осциллятора. Модель учитывает трансакционные издержки и описывается неоднородным 

дифференциальным уравнением, в котором роль внешней вынуждающей силы играют 

инвестиции. Предполагается, что зависимость инвестиций от времени задана нелинейно в 

соответствии с моделью Николаса Калдора. Для нахождения решения дифференциального 

уравнения используется аппроксимация в окрестности точки перегиба функции внешних 

инвестиций, используя разложение этой функции по формуле Тейлора с ограниченным 

числом членов. В исследовании анализируются различные случаи изменения 

национального дохода во времени, зависящие от взаимосвязи его определяющих 

параметров. При решении дифференциального уравнения применены метод Эйлера, метод 

подбора и начальные условия Коши. Аналитические результаты, представленные в виде 

графиков, демонстрируют монотонный рост и колебательный рост национального дохода.  
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Введение 

Последние годы стали свидетелями растущего интереса к научным исследованиям многих 

экономических процессов, пользуясь различными физическими моделями [Царёв, 2005; Царёв, 

2006; Чернявский, 2011; Бурлачков, 2007; Дубовиков, Старченко, 2011; Косьянов, 2010; 

Геворкян, 2023; Конторов, Михайлов, Саврасов, 2001]. В статье [Геворкян, 2024] решена задача 

динамики национального дохода на основе физической аналогии с гармоническим 

осциллятором и с учётом инвестиции по Калдору [Окунев, 2011]. Однако, в этой модели не 

учитывались трансакционные издержки. Настоящее исследование посвящено решению той же 

задачи, но с включением трансакционных издержек.  

Постановка задачи и её решение 

Пусть национальный доход 𝒀(𝒕) удовлетворяет уравнению 

𝒅𝟐𝒀(𝒕)

𝒅𝒕𝟐
+ 𝟐𝜼 ⋅

𝒅𝒀(𝒕)

𝒅𝒕
+ 𝝎𝟎

𝟐 ⋅ 𝒀(𝒕) =
(𝟐𝒕 + 𝟏)𝟐

(𝒕 + 𝟑)𝟐
. (𝟏) 

В этом уравнении первая 𝒅𝟐𝒀(𝒕)/𝒅𝒕𝟐  отображает темп изменения 𝒀(𝒕)  (аналогично 

ускорению движения), 𝟐𝜼 ⋅ 𝒅𝒀(𝒕)/𝒅𝒕соответствует трансакционным издержкам (аналогично 

силе трения), 𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒀(𝒕)  соответствует рыночной силе, которая возвращает систему к 

равновесию, 𝜼 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕, 𝝎𝟎 − собственная частота осциллятора. Функция (𝟐𝒕 + 𝟏)𝟐/(𝒕 + 𝟑)𝟐 в 

(1) представляет внешние инвестиции по модели Н. Калдора. Для решения данного 

дифференциального уравнения будем пользоваться разложением правой части в ряд Тейлора в 

окрестности точки перегиба 𝑀(3/4; 4/9), ограничиваясь тремя членами разложения (0.1 ⋅ 𝑡2 +

0.4 ⋅ 𝑡 + 0.01). Важно подчеркнуть, что именно область изменения 𝒕 вокруг точки перегиба 

представляет особый интерес при решении поставленной задачи. Таким образом, задача 

сводится к нахождению общего решения следующего уравнения 

𝒅𝟐 𝒀(𝒕)

𝒅𝒕𝟐 + 𝟐𝜼 ⋅
𝒅𝒀(𝒕)

𝒅𝒕
+ 𝝎𝟎

𝟐 ⋅ 𝒀(𝒕) = 𝟎,𝟏 ⋅ 𝒕𝟐 + 𝟎,𝟒 ⋅ 𝒕 + 𝟎, 𝟎𝟏.(𝟐)  

Известно (см., например [11]), что  

 𝒀о.н. (𝒕) = 𝒀о.о.(𝒕) + 𝒀ч.н .(𝒕). (𝟑)  

где 𝒀о.о.(𝒕) является решением уравнения 

𝒅𝟐 𝒀(𝒕)

𝒅𝒕𝟐 + 𝟐𝜼 ⋅
𝒅𝒀(𝒕)

𝒅𝒕
+ 𝝎𝟎

𝟐 ⋅ 𝒀(𝒕) = 𝟎,(𝟒)а  

𝒀ч.н.(𝒕) представляет одно частное решение уравнения (2). В работе найдено 𝒀о.о.(𝒕)для 

различных соотношений параметров  и  Они выражаются формулами: 

𝟏). 𝜼𝟐 = 𝝎𝟎
𝟐 ,𝒀о.о. (𝒕) = (𝒄𝟏 + 𝒄𝟐 ⋅ 𝒕) ⋅ 𝒆−𝜼⋅𝒕 = (𝒄𝟏 + 𝒄𝟐 ⋅ 𝒕) ⋅ 𝒆−𝝎𝟎⋅𝒕 , (𝟓)  

2η .2

0ω
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𝟑). 𝜼𝟐 < 𝝎𝟎
𝟐 ,𝒀о.о. (𝒕) = (𝒄𝟏 ⋅ 𝒄𝒐𝒔√𝝎𝟎

𝟐 − 𝜼𝟐 ⋅ 𝒕 + 𝒄𝟐 ⋅ 𝒔𝒊𝒏√𝝎𝟎
𝟐 − 𝜼𝟐 ⋅ 𝒕) ⋅ 𝒆−𝜼𝒕 , (𝟕)  

где  и  определяются из следующих начальных условий Коши 

 𝑌о.н.(𝑡)|𝑡=0 = 0, 𝑌о.н.
′ (𝑡)|

𝑡=0
= 0. (8) 

Теперь, если для нахождения 𝒀ч.н .(𝒕) уравнения (2) в случаях 1), 2) и 3) воспользоваться 

методом подбора, то получим 

𝟏).𝜼𝟐 = 𝝎𝟎
𝟐 ,𝒀ч .н.(𝒕) =

𝟎,𝟏

𝝎𝟎
𝟐

⋅ 𝒕𝟐 +
𝟎,𝟒(𝝎𝟎 − 𝟏)

𝝎𝟎
𝟑

+
𝟎, 𝟎𝟏𝝎𝟎

𝟐 − 𝟎, 𝟖𝝎𝟎 + 𝟎,𝟔

𝝎𝟎
𝟒

, (𝟗)𝟑).𝜼𝟐 < 𝝎𝟎
𝟐 , 

 

𝒀ч.н. (𝒕) =
𝟎, 𝟏

𝝎𝟎
𝟐

⋅ 𝒕𝟐 +
𝟎, 𝟒(𝝎𝟎

𝟐 − 𝜼)

𝝎𝟎
𝟒

⋅ 𝒕 +
𝟎, 𝟎𝟏𝝎𝟎

𝟒 − (𝟎,𝟐 + 𝟎.𝟖𝜼)𝝎𝟎
𝟐 + 𝟎. 𝟖𝜼𝟐

𝝎𝟎
𝟔

. (𝟏𝟏) 

Определив коэффициентов  и  (см., (5) – (7)) на основе начальных условий (8) и 

подставив их вместе с (9) – (11) в (3), получим 𝒀о.н. (𝒕) уравнения (2) в виде 

 

𝟐).𝜼𝟐 > 𝝎𝟎
𝟐 , 

𝒀ч.н.(𝒕) = −
𝑷(√𝜼𝟐−𝝎𝟎

𝟐+𝜼)+𝑮

𝟐√𝜼𝟐−𝝎𝟎
𝟐

⋅ 𝒆
(√𝜼𝟐−𝝎𝟎

𝟐−𝜼)⋅𝒕
+

   
 13 

  
  

  


2 2
0

2 2

0 η ω +η t
2

2 2

0

P η ω η +G
+ e + E t +G t + P,      

2 η ω
  

𝟑).𝜼𝟐 < 𝝎𝟎
𝟐 , 

𝒀о.н. (𝒕) = −𝒆−𝜼⋅𝒕 [𝑷 ⋅ 𝒄𝒐𝒔 (√𝝎𝟎
𝟐 − 𝜼𝟐 ⋅ 𝒕) +

𝑷⋅𝜼+𝑮

√𝝎𝟎
𝟐−𝜼𝟐

⋅ 𝒔𝒊𝒏 (√𝝎𝟎
𝟐 − 𝜼𝟐 ⋅ 𝒕)] + 𝑬 ⋅ 𝒕𝟐 + 𝑮 ⋅ 𝒕 𝑷, (𝟏𝟒)  

где 

𝑯 =
𝟎.𝟎𝟏 ⋅ 𝝎𝟎

𝟐 − 𝟎. 𝟖 ⋅ 𝝎𝟎 + 𝟎. 𝟔

𝝎𝟎
𝟒

, 𝑸 =
𝟎.𝟎𝟏 ⋅ 𝝎𝟎

𝟐 − 𝟎. 𝟒 ⋅ 𝝎𝟎 + 𝟎. 𝟐

𝝎𝟎
𝟑

, (𝟏𝟓) 

1с 2с

1с 2с
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𝑬 =
𝟎. 𝟏

𝝎𝟎
𝟐

, 𝑭 =
𝟎.𝟒 ⋅ (𝝎𝟎 − 𝟏)

𝝎𝟎
𝟑

, 𝑮 =
𝟎. 𝟒 ⋅ (𝝎𝟎

𝟐 − 𝜼)

𝝎𝟎
𝟒

, (𝟏𝟔) 

𝐏 =
𝟎.𝟎𝟏⋅𝛚𝟎

𝟒−(𝟎.𝟐+𝟎.𝟖⋅𝛈)⋅𝛚𝟎
𝟐+𝟎.𝟖⋅𝛈𝟐

𝛚𝟎
𝟔 . (𝟏𝟕) 

 

Рисунок 1 - Графическое представление 𝐘(𝐭) согласно (11) при 

 

Рисунок 2 - Графическое представление 𝐘(𝐭) согласно (12) при 𝛈 = 𝟓, 𝛚𝟎 = 𝟒,𝟎 ≤ 𝐭 ≤ 𝟑.𝟖. 
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Рисунок 3 - Графическое представление 𝐘(𝐭) согласно (12) при 𝛈 = 𝟖, 𝛚𝟎 = 𝟒,𝟎 ≤ 𝐭 ≤ 𝟑.𝟖. 

 

Рисунок 4 - Графическое представление 𝐘(𝐭)  

согласно (13) при 𝛈 = 𝟎.𝟏, 𝛚𝟎 = 𝟓,𝟎 ≤ 𝐭 ≤ 𝟑.𝟖. 
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Рисунок 5 - Графическое представление 𝐘(𝐭)  

согласно (13) при 𝛈 = 𝟎.𝟑, 𝛚𝟎 = 𝟓,𝟎 ≤ 𝐭 ≤ 𝟑.𝟖. 

 

Рисунок 6 - Графическое представление 𝐘(𝐭)  

согласно (13) при 𝛈 = 𝟒,𝛚𝟎 = 𝟓, 𝟎 ≤ 𝐭 ≤ 𝟑. 𝟖. 
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Графики на рисунках 1-5 построены согласно аналитическим результатам, полученными в 

работе. Как видно из графиков, национальный доход является возрастающей функцией. При 

этом динамика роста может быть разнообразной. На рисунках 1-3  с увеличением  

возрастает приблизительно как парабола. Но с увеличением параметра 𝜂  при постоянном 

значении   возрастает медленнее. Из рисунков 3а) и 3б) следует, что возрастание 

имеет колебательный характер. Причём, по мере роста трансакционных затрат (рост параметра 

𝜂 ), график возрастания  постепенно теряет свою колебательную структуру, становясь 

более монотонным (см., рис. 3в)). 

Заключение  

Изучение аналитических выражений для , полученных при решении поставленной 

задачи, и их визуализация демонстрируют, что динамика национального дохода в зависимости 

от взаимосвязи величин 𝜂 и , с течением времени может проявляться двояко: либо в виде 

монотонного возрастания, либо в форме волнообразного увеличения.  
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Abstract 

This research analyzes the dynamics of national income in an oscillator model. The model 

considers transaction costs and is described by an inhomogeneous differential equation in which 

investments play the role of external driving force. It is assumed that the dependence of investments 

on time is specified nonlinearly according to Nicholas Kaldor's model. To find the solution of the 

differential equation, approximation in the vicinity of the inflection point of the external investment 

function is used, employing the expansion of this function according to Taylor's formula with a 

limited number of terms. The research analyzes various cases of national income change over time, 

depending on the interrelationship of its defining parameters. When solving the differential equation, 

Euler's method, selection method, and Cauchy initial conditions were applied. Analytical results, 

presented in the form of graphs, demonstrate monotonic growth and oscillatory growth of national 

income. 
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